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En este cuaderno se explica la discusión y solución de sistemas de ecuaciones lineales desde dos 
puntos de vista: 


1.- Una teoría clásica en las páginas impares con algunos ejemplos resueltos, discusiones y 
soluciones dependientes de dos parámetros, un parámetro o sin parámetros. 


Índice: 


Definiciones. 

Teorema fundamental de equivalencia. 
Sistemas de Cramer. 

Teorema de Rouché-Fróebenius. 
Sistemas homogéneos. 


2.- En las páginas pares, se desarrolla el mismo tema desde otro punto de vista, dada una 
aplicación lineal y fijado un vector del espacio final discutimos la existencia o no de un conjunto 
de originales para dicho vector. 


Comenzamos estudiando el núcleo de la aplicación (originales del vector nulo del espacio final) 
que es subespacio vectorial del espacio inicial y terminamos con el conjunto origen de un vector 
no nulo, que no es subespacio vectorial. 


El cuaderno está dispuesto de modo tal que al abrirlo por cualquier hoja, en la página impar está 
desarrollado el mismo tema que el la página par, basta con dar la vuelta al cuaderno para poder 
leer el tema o el ejemplo interpretado de uno u otro modo. 


Por otra parte, se puede estudiar el tema sin interrupción desde un punto de vista que el lector 
desce sin mas que leer el cuaderno el sentido adecuado, uno u otro según la interpretación elegida. 


Como conclusión, el problema de buscar una familia de vectores origen de un vector 
dado mediante una aplicación lineal, su existencia y unicidad se reduce a discutir y 
resolver un sistema de ecuaciones lineales, porque de la expresión: 
B=AX por columnas, o B'= X'A' por filas. 
Donde B'=B',X'=X* y A'=A', 


Efectuando el producto de las matrices obtendremos el conjunto e expresiones: 
6%, +0X, FOR, + 1 A =0, 
BR HA THOR ht SB 


ELE PF FAENA 


mnn 


Que constituyen un sistema con m ecuaciones lineales y n incógnitas. 


Se llama matriz de los coeficientes a la matriz de la aplicación en las bases dadas: 


Aa 4 4, 
da Uy .. A, 
A An Am 


e Al conjunto de vectores $ = le eEE!f (x) = bie E, se le llama solución del 
sistema. 

e Resolver el sistema es hallas los originales del vector b. 

e Si el vector b está en la imagen de E mediante la aplicación f, es decir si 
xxes/f (x) =b, se dice que es compatible. 

e Si el origen del vector es único, es decir si la aplicación es inyectiva se dice 
que es compatible determinado. 

e Si admite múltiples originales, es decir si la aplicación no es inyectiva se dice 
que es compatible indeterminado. 

e Si b no está en la imagen de E mediante la aplicación f se dice que es 


incompatible. 
e Siigualamos b al vector nulo de F tendremos un sistema homogéneo. 


Definición 
Se llama sistema de ecuaciones lineales a un conjunto de igualdades de la forma: 
EE TAE TA PATO, Y =d 
EE TRAE FO AAA =D 
Ay % Al Ama hi Ama +...+ Aim 5 d,, 
Se dice que es un sistema con /M ecuaciones y 2 incógnitas. 


A las variables x,, se las llama incógnitas. 


A los números a,,, se les llama coeficientes de las incógnitas. 


ij> 
A los números b,, se les llama términos independientes. 


Se puede escribir matricialmente: 


4 Go. 4, |% b, 

A A A Xx, q b, 

Am An? A Ar Xx, bs 

O: 
4 4%, A 
a a a 
21 22 2m 
(x 1 Xx 2 X,, ds (0, b, ds ) 

An An os 


Se llama matriz de los coeficientes a la matriz: 


4 4% .. 4, 
da Ig «4, 
An An es a 


Se llama matriz ampliada a la matriz: 


4 4, 4, 
A 4 a, n 2 
a Arz qn an Dd, ) 


A cada conjunto de números «, que satisfacen todas las ecuaciones de les llama 


solución del sistema. 
Resolver el sistema es hallas las soluciones. 
Si un sistema admite soluciones se dice que es compatible. 
S1 la solución es única se dice que es compatible determinado. 
Si admite múltiples soluciones se dice que es compatible indeterminado. 
Si no admite solución se dice que es incompatible. 
Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si admiten el mismo conjunto 


de soluciones. 
Discutir un sistema es estudiar si el conjunto de soluciones es el vacío o no. 


Si realizamos un cambio de base en el espacio I y expresamos las ecuaciones de la 
aplicación lineal en vez de en las bases B,, y B, en las bases B,, y B',, tendremos: 


Y, = A,X por columnas 


O 
Y, '=X"A,' por filas 


Las matrices A y 4A'están relacionadas con las matrices A,y A,' mediante la 
expresión: 


A, =P"A 
10) 


A, ta Apr 


Siendo P y P' las matrices de paso de la base B,. a la base B', escritas por filas o 


por columnas. 


Si llamamos a las coordenadas del vector b respecto de la nueva base 
(01, ,b',,b',,..b',,), resultará una nueva expresión: 


B, =4,X 
10) 
B'=X'A.' 


Que son la expresión matricial de un sistema de ecuaciones lineales. 


Las soluciones serán las mismas que las del sistema B= AX, puesto que son las 
coordenadas de los vectores del conjunto original de b respecto de la base B,, y diremos que 


ambos sistemas son equivalentes. 


Teorema fundamental de equivalencia 


Sea el sistema de ecuaciones : 


2,58, FO HAL TA =D, 


Inn 


E, EY FA TO A DD, 


e. A E THAT FA A =b 


mnvn m 


Se dice que la ecuación obtenida como combinación lineal de las ecuaciones del sistema, 
m 


es AE, es una consecuencia el sistema. 
i=l 


e Si en un sistema de ecuaciones se sustituye una de ellas por una consecuencia del 


sistema en la que el coeficiente que multiplica a dicha ecuación es distinto de 0, 
el nuevo sistema es equivalente al primero, es decir: 


e, = iS 
ES 
Ls = 
>= 2 
ea 
El sistema S = es equivalente al sistema S'=3 2 con 4, %0 
e =U Se, 
¿1 
A ss 
m 2 
e, =0 


Efectivamente: el sistema S” es equivalente al sistema S porque toda solución de S 


m 


anula todas las ecuaciones e, y en consecuencia anula la combinación lineal e = Ae, y es 


1 
solución del sistema 5”. 


Toda solución de $” anula todas las ecuaciones €,,€,...e; ,,€,,,.€,, y la combinación 


lineal queda reducida a 4,€e, y al ser 4, 40 tiene que anular también a e ¡» Por tanto también 
será solución de S . 


e Resolver un sistema será obtener un sistema equivalente al dado de la forma: 
X, =0 
X, =0, 
Xx, =0Q 


Y la solución será (%,,/ € (1,2,....m). 


El método de Gauss para resolver sistemas no es mas que ir pasando sucesivamente de 
un sistema a otro equivalente, sustituyendo determinadas ecuaciones por combinaciones lineales 
hasta, obtener un sistema de la forma indicada en el párrafo anterior. 


Si la aplicación lineal se establece entre dos espacios de igual dimensión o es 
un endomorfismo, es decir: 
F:E>F cen: dim(£)=dim(F)=n 
La matriz asociada a la aplicación es cuadrada de orden n, A£M, y si además es 
inyectiva como el núcleo se reduce al vector nulo del primer espacio, por el teorema de la 
dimensión es también sobreyectiva: 


dim(2)= dim(Im f)+ dim(ker de 


Ñ (k F 0 => dim(4)= dim (Im US dim(+)= dim(Im 7) 
m(ker f)= 


dim()= dim(2) 
Y es un endomorfismo inversible. 


Consideremos un endomorfismo inversible: 
f:E>E con dim(Im f)=dim(£) 
y su expresión matricial en una base Bj = fe, ,e,,...£, ): 
Y = AX por columnas, 
0 
Y'= X'"4' por filas. 


En la que la matriz es cuadrada y regular, es decir se verifica: 
AEM, y lA]+0 


Si fijamos un vector b del espacio E: 
B=AX por columnas, 
o 
B'=X'A' por filas. 
(sistema de Cramer) 


Sabemos que por ser la aplicación sobreyectiva siempre tiene un origen y que además 
es único por ser f inyectiva, es decir: 
Vb € Exe El f(x)=b yb es único 
y al existir la aplicación inversa de f , podemos escribir: 


x=f(b) 


Las ecuaciones de la aplicación lineal inversa tienen como matriz asociada la inversa de la 
matriz de f: 


X=A "Y por columnas, 
O 


X'=Y'4'" por filas. 
si las coordenadas respecto de la base B,, vienen dadas por b = ib ¡2,» obtendremos: 
Jal 
X =4A"B por columnas, 
7) 
X'=B'4'* por filas. 
Expresión que nos da las coordenadas del origen del vector b en la base B,,. 


(Regla de Cramer) 


Sistemas de Cramer 


Un sistema de Cramer es un sistema de ecuaciones lineales con igual número de 
incógnitas que de ecuaciones y con la matriz de los coeficientes regular, es decir: 
4,¡X, 40X, AX, +...+4,,X, =D, 
EE AI A 8 FR 


Asp Y +0X 2 +4,3¿X, E... Amk y Sl b, 
Matricialmente: 
B= AX por columnas, 
10) 
B'= X'A' por filas, donde: B'=B',X'=X' y A'= A' 
Con: El 0 


Al ser la matriz regular existe la inversa y: 
=] 
X =A 'B por columnas, 


10 
X'=B'A"" por filas. 


Que son sistemas equivalentes a los anteriores. 


Operando. 
Ar 4 As Ad, + Ab, +..+ Ab, 
II E 
x, Ap An Ana b, Agb, + Ada +...+ Ad, 
= MM] 4 (= A 
Xe) VA Aa Am Nr) 1 A,b,+4,,b,+...+A,,b, 
Ta >" Ta a 
De donde se obtiene: 
4% 4) Ara Dj; 4, 
4y Az Ary Dd, Az, 4, 
e Aj, + 4,D, +...+A,yb, A + Or Amis: Ann 
| 4 Y 


Vi e (1,2,....1n) 

Luego: 

La solución de un sistema de Cramer es única y se obtiene el valor de cada incógnita 
dividiendo por el determinante de la matriz de los coeficientes, el determinante de la matriz que 
resulta de sustituir la columna de los coeficientes de dicha incógnita por los términos 
independientes. 

Que es la regla de Cramer. 


En el segundo ejemplo, para a4=2 y B=2, si escribimos las coordenadas por 
columnas: 


3 l 1 1 
A|1[+4,13|+4,| 1 |=|1 | luego 4,4, y 4, son soluciones del sistema : 
l 1 -1) (2 


31 17% 1 
1.3 1|x,|=11| Rg4=3=RgA*, 
1 1 -lAx, 2 


y tenemos un endomorfismo biyectivo de ecuaciones: 


=— 


=1 Ax, Ya 


1 211 
3 6 6(x' de 
l 1 l x»'l=|x 
6 3 AN“ id> 
1 1 248) la 

6 6 3 

el origen del polinomio 1+x+2x? será 

La A . 
6 6 1 2 
A E Elia 
6.3 6 E 
L ¿ ¿2er A 

6 6 3 


que es el polinomio: Y A EL =x? 


Discutir y resolver el sistema: 


A 
2 +3 PY =1 


e o 


Matricialmente, por columnas: 


31 1YxY (1 
13 1[x|=111, 
11H) 2 
$ 4 
1 3  1|=-12>Rg(4)=3=n"de incógnitas > Sistema de Cramer 
11 
Resolvemos: 
1 1-1 
Ll 3. 1 
2 1 =U <S 1 
SE 11m 
Il $ dd 
Il 1 —1 
3. dl 
le cl Y 
1.2 -Y -6 1 
E = = ==, 
3 1 1 =12 2 
dl 
1 1 -1 
SU 1 
1.3 
Ll 2 12 
BD 
tr. S. 1 
1 1 -1 
La solución €s: X, =—,X, = As =—]1 


Generalizando: 


Fijemos ahora un vector be F,b+*0,,, si existe un conjunto S = E de vectores originales de 
b mediante la aplicación f , es decir que se cumpla: xe S/ f (x) =b 
y la aplicación no es inyectiva debe verificarse que los elementos del conjunto S de los 
originales de b cumplan la relación x= y +2 siendo y un original arbitrario de b y z un 
vector del núcleo, como esta relación se verifica para todos los vectores del núcleo (todos se 
transforman en el nulo del segundo espacio), el conjunto de originales de un vector es un 
vector origen particular mas el núcleo de la aplicación: 
S=(xeE/x=y+z, f(y)=b,Vz e ker f) 
Si las coordenadas del vector be l son respecto de la base B,, (b,,b,,b,...b,,) y las 
coordenadas de los vectores x€ S respecto de la base B,, kl, deben satisfacer 


la expresión: 


b 
B=AX, siendo B la matriz: h o B= XA, siendo B la matriz (b,,b,,b,...b, ). 


b 


m 
(Sistema de ecuaciones lineales no homogéneo) 

Si existe algún origen x del vector b, es decir si 3Jx€LE!/f (x) =b como f (x) 
pertenece a la imagen y ésta está generada por los transformados de los vectores de la base de 
E, tiene que ser combinación lineal de ellos: 


1)emf > /()=5= ale) 


En la matriz de la aplicación aparecen por columnas/ filas las coordenadas de los 
vectores transformado de la base de E respecto de la base de E: 


fle,)= S ayu, Vi 612... 20) 
j=1 


y por tanto la columna o fila de las coordenadas de b tiene que ser combinación lineal de las 
columnas o filas de la matriz de la aplicación: 


b, a A A 
b a a a 
2 21 2 2 
=%, +0, 7 
Du Am an? An 
(0, Hs b,, )=0,(a,, lao. 4, ) +0, (a, Aa A2)+..+0%y (9, on Ay) 


Y los coeficientes de la combinación lineal (e und.) son las coordenadas del 


vector origen x respecto de la base B.,,, porque: 


m 


10) Exe ) Ente) y 1()=5> bu, Dase) Laa, 


i=l jal 

Como consecuencia cuando b admita al menos un original se verifica: 
Rg(4)= Rel4/B) 

La aplicación es inyectiva si una base el espacio inicial se transforma en una base de 
la imagen, o lo que es igual el rango de la matriz de la aplicación es igual a la dimensión del 
espacio inicial, luego: El origen es único si se verifica RgA =M. 

Teorema de (Rouché-Fróebenius) 


Teorema de Rouché-Fróbenius 
La condición necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales 
tenga solución es que el rango de la matriz de los coeficientes sea igual al rango de la matriz 
ampliada con los términos independientes. 
Efectivamente: 
l.- Si el sistema admite una solución (a, ¿El rio, ) , la expresión: 
B= AX por columnas, 
o 
B'= X' 4' por filas. 
Se puede escribir de la forma: 


b, A A) ln 
b a a 
Ll 21 22 2n 
=0, , A 
Di An An Ann 
O 
(2, b, pes A, ) ES a, (a, A e An )+ a), (a, Az de an ) Foot A (a, An se A) 


Y la columna o fila de los términos independientes es combinación lineal de las columnas 
o filas de la matriz de los coeficientes, luego no aumenta el rango al orlar con los términos 
independientes. 

2.- Recíprocamente si al orlar con los términos independientes la matriz de los 
coeficientes el rango no varía, es que se ha introducido una combinación lineal y la columna o fila 
de los términos independientes es combinación lineal de las columnas o filas de la matriz de los 


coeficientes y por tanto los coeficientes de la combinación lineal (2,0... Q ). son una 


da: 


solución. 

Supongamos que: r(A)=r(4 *)=h y que el menor principal que da rango es el 
compuesto por las primeras kh ecuaciones y los coeficientes de las /h primeras incógnitas, 
podemos elegir el orden de las ecuaciones para que esto ocurra sin perder generalidad. 
Llamaremos a las » primeras ecuaciones, ecuaciones principales e incógnitas principales a las 
h primeras, dejando en el primer término de todas las ecuaciones las incógnitas principales y 
eliminando las ecuaciones que son combinación lineal de las A primeras nos queda el sistema: 

4,¡X, +Q¿X, +...+),X, =0, rl FA m2 Xp E FAX, 


Ay X FAX, +. FOX, =0, (aj HO 42 +...+4),X,) 


Aj X, FAy9X, +...+0jyX, =D, (Amp +A m2 +2 +...+4,,X,) 


Que es equivalente al inicial y llamamos sistema principal, es un sistema de Cramer al 
tener una matriz de orden A regular que tiene solución única para las incógnitas principales, 
éstas soluciones dependen de los valores asignados a las n—h incógnitas no principales que 
tomamos como parámetros; por tanto si h< mn el sistema tiene infinitas soluciones, una por cada 
conjunto de valores asignados a los parámetros y el sistema es compatible indeterminado. 

Al número de parámetros n—h, que tomamos para resolverlo se le llama grado de 
libertad del sistema. 

Si n=h, el sistema es compatible determinado. 


3. Hallar el conjunto origen del par (1.0) para 0=3 : 
Y 
lAs l 
X, |= 
a 4 6 l 
kg 


El rango de la matriz de la aplicación puede ser a lo sumo dos, como la dimensión del espacio 
inicial es tres, ser en ningún caso puede ser inyectiva, estudiamos el rango de la matriz: 


paraa = 2,Rg(4) =] 
Va +2,Rg(4)=2 


[2 


=0=a-2>| 


e Para a =2 si escribimos las coordenadas de los transformados de la base del primer 
espacio y del par (1.0) por columnas: 


1 2 $1 M1 
22) A 2d) ae) 3 () A, 4%, y 4, son las coordenadas de los vectores origen respecto 


de la base dada en el primer espacio, discutimos el sistema: 


331 l 1 ' ; ' 
|< Rg <2; +0> Rg(4*)=2 + Re(4)=1 => sistema incompatible. 
e Para a=3 

Y, 


24561 L 
Ll 23 1 
Xy |= 
3456 l 
*; 
es el grado de libertad del sistema es 1, utilizamos un parámetro para resolver, por ejemplo 
hacemos x, =A y podemos escribir el sistema: 


Oe) 


resolvemos y el conjunto origen es: 


x, =-1 
Xy =1-314 
Xy, =4 


Es decir son matrices simétricas de la forma: 
“il 1-34 
1-32 4 


El conjunto origen de un vector no es un subespacio vectorial. 


1.- Dado el sistema de ecuaciones: 
E t?tZlx +30, =l 
ox, +4x,+6x, =1 


Se pide: discutir en función del parámetro «Y y resolver si es posible y para 4 =3 : 
Su expresión matricial por columnas es: 


X, 


133 1 
Xy |= 
a 4 6 1 
Xz 


El rango de la matriz de los coeficientes puede ser a lo sumo dos, como el número de incógnitas 
es tres, este sistema no puede ser en ningún caso compatible determinado, estudiamos el rango de 


la matriz de los coeficientes: 
paraa =2,Rg(4)=1 
Var 2, Rg(4)= 2 


2 
-020-2>| 


estudiamos el rango de la ampliada para cada caso: 


Para a =2 
1234 11 LESS ] 
I<R Las <Z e +0>Rg(4*)=2+ Rg(4)=1> sistema incompatible. 


Para q =3 
Xx, 


Ll 23 1 
Xx, |= 

3 4 61 “| (1 
X 


el número de incógnitas es 3 y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, 3-2 =1 es el grado 
de libertad del sistema, utilizamos un parámetro para resolver, por ejemplo hacemos x, =A y 


podemos escribir el sistema: 


x, +2x, =1-34 sí 1 21 x 1-34 
j matricialmente: = ! 
3x, +4x, =1-64 3 4Ix, 1-64 


que es un sistema de Cramer, resolvemos: 


1-32 Y ¡A 

l-L 4 E 1-6 
Xx == —= = 
' iS 1.2 


=-1, E Xx =4 


3.4 


2. Hallar los valores de a y fB para que el polinomio 1+x+ Ac? pertenezca a la 
imagen: 


El polinomio 1+x+ fx? tiene que ser combinación lineal de los polinomios que generan la 


imagen para pertenecer a ella: 


Alaerlrrr?)ea lr (are) lle + (1a)x?)=1+1x+ 4? 


e Para a=0, si escribimos las coordenadas por columnas: 


1 l 1 l 
A : +A, : +A, dd a , %, A, y 4, son las coordenadas de los vectores origen respecto 
11 1 
de la base dada en el primer espacio, discutimos el sistema: |1 1 1| x,|=| 1 
il 1143 P 
x=4 
- RgA=1=RgA* sí P=159x,+X,+x, =1>4%, =4, , el conjunto origen son 
xXx, =1-4 -4, 
los polinomios de la forma: 2, +4,x+4yx?. 
- RgA=1%+ RgA*=2 si P +1 y el polinomio no tiene origen. 
e Para a. =-l, si escribimos las coordenadas por columnas: 
0 1 1 1 0 1 1Yfx 1 
A 1 |+4,/0|+2,| 1 |=| 1 |, discutimos el sistema: | 1 0 1[x,|=|1 
l 1 2 LA l 1 2Ax, P 


=4 
Xx, +x =1 Ñ ' ] 
- RgA=2=RgA* si P=2 => ] >4x,=1  , el conjunto origen son 
x, +x, +2x, =2 y 
x, =1- 


los polinomios de la forma: A+x+(1-4)x? 


- RgA=2 + RgA*=3 sí P%2 y el polinomio no tiene origen. 


2.- Discutir en función de los parámetros y resolver cuando sea posible el sistema: 
(a +1)x, +x, xXx =1 
X% +(0+1)x, +x, =1l 
tx +(1-0)x, =P 
matricialmente por columnas: 
al 4 ls l 
1 a+l 1 fx, [=/1 
1 Il” l-ahkx; P 
Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: 
a+l1 1 l Yla+1 1 1 
Rel 1 a+l 1 ¡1 a+l 1|=-0-a? -02] 
1 1. 1l-aq)| 1 l l-a 


11 
paraa =0,A= 1 1 ¿Re(4)=1 
e: 


1 
] 
l 
0 11 

paraa =-LA=|1 0 1|Rg(4)=2, 
112 


Va £ ELO) Re(4)=3 <> sistema de Cramer, resuelto anteriormente para «=P =2. 


Y para cada uno de los valores de «*, estudiamos el rango de la matriz ampliada. 
o ParaQq=-1: 


—RgA=2=RgA* sí P =2, compatible, gardo de libertad del sistema 1. 


011% 1 A . x=A 
E = 
1 0 1lx,|=| 1 |2 Sisterma equivalente : ¿”? , una solución es :4 x, =1 
X, FX, +2x,=2 
11 21x, PB X, =1=4 


-RgA=2%RgA*=3 sí P+2, incompatible. 
o Paraq=0: 
— RgA =1= RgA* si fP =1, compatible, grado de libertad del sistema 2. 


11 1fx 1 x=4 
1 1 1[x,|=| 1 | 3 Sistema equivalente :x, +x, + x, =1, una solución es :3x, =4, 
1 1 1x B x, =1-A, —A, 


— RgA =1% RgA*=2 si PB 41, sistema incompatible. 


1. Sea W el subconjunto de M,,, definido por: 
lo 1 
<= ju EM», /M = : y) 00 a] 
Hallar el conjunto origen de W, f” (mw) para los distintos valores de a y f. 


La expresión matricial de f , respecto de las bases dadas por columnas es: 


e, 1.0.0 
1 Xx, 

Y 0 qu 1 
= X, 
¿llo 11[19 
' *X3 

a 1.0.0 


Y hallar el conjunto origen de W, f”' (w ) para los distintos valores de Y y fP, será discutir 
en función de los parámetros y resolver, cuando sea posible, el sistema: 


1.0.0 1 
Xx 
0 Y 1 ] 
Ey |= 
o” £ 1 1 
Lo 
o 0x9 lg 
e Para a =1, resulta: 
1.0.0 1 
Y 0 1 
O. t 1 111.0 
ES i 40,0 1 1|=0>P=1 
A 1 J0 1 LoS 
Xx 
a 
lO 0. 1 
Xx E 
bIa ') ] ; 
td 6 1 >3x,=4 luego el conjunto origen será: 
x x,=1-4 
ME , 


Al ») =1+4x+(1-4)x? 


e Para q4=2, resulta: 


1.0.0 l L. QQ 1 
X, 1.0.0 
0 2 1 1 0 2 1 1 
x= |, 10 2 11%0, =0>fB=1 
O 4 4 1 0 1 1 1] 
X, 90 11 
1.00 B 1.008 
1.0.0 1 
x) y, 1 
gy z1 1 A A Us 
x, |=| ,|=>3x,=0, el conjunto origen es: sl+x 
EN dd 1 7 A ii 
Xy Xy =1 
1. 0-0 1 


3.- Discutir en función de los parámetros « y /fP, resolver en caso de ser compatible determinado 
y para P=2: 


x, =1 
Ox, FX, =1 
+ =1 
x =P 
Matricialmente, por columnas: 
l 0 l 
% 
0 l l 
a |= ' 
0 0 1 1 
*3 
ly. P 
estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: 
1.0.0 
1.0.0 
0 (1 1.0 
=Rg|0 a 1|22; 0 
0 11 o 1 
$. 1 1 
1.0.0 
1.0.0 
para a = L,Rg(4)= 2 
0 a 1l=a-1=0> y +LRg(A)=3 
0 11 E 
Estudiamos el rango de la matriz ampliada: 
e Para qa =1, resulta: 
1.0.0 1 
%, 1.01 
0 1 1 1 
Xy [> , +00 1 el=>gel 
0 1 1] * l Log 
E 
160" 18 
1.0.0 l 
X x, =1 
oO 1 1 l a 
x, |=| |=>3x,=4 esla solución. 
0 1 1 l 1-4 
Es xy =1- 
¡ape 1 p 
e Para a =2, resulta: 
1.0.0 l 1.0.0 1 
X 1.0.0 
a 3 1 l d Ax 1 
E ls ¿0 2 1/%0, =D Bal 
W 4 l O 1 1 1 
Xx, O: 
1.0.0 P 100 fpP 
1.0.0 l 
X, x =1 
0.2 1 l E 
x, |[=|, [>3x,=0 es la solución. 
O 1 1 1 1 
Xx Xy = 
00 j 


3. Sea el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden dos definidas sobre N, 


M3 y R? y sus bases: a=4( Ea Lo 7) y B, =4(1,0),(0,1)). Se define la 


0 0JL1 OJLO0 1 


aplicación lineal f:Mj >R?, por: 


dle rea Af 3)joo e poo 


Se pide: 
Clasificar f (inyectiva y/o exhaustiva). En el caso de que sea sobreyectiva y para a =3 


hallar las ecuaciones y una base del núcleo de f. 


Nos dan los transformados de los vectores de la base del espacio inicial, que engendran la 
imagen de la aplicación: Im f = L((1,a),(2,4),(3,6)), estudiamos la dependencia lineal del 
sistema: 

Los vectores (2,4) y (3,6) son proporcionales, si los vectores (La) y (2,4) son linealmente 
independientes la dimensión de la imagen será 2 y si son linealmente dependientes 1. 
Discutimos los valores de A para los cuales el sistema es libre: 


1 


40La):2.04)426:9-000,1<24| , ' Ja z 


4 6 


| =0>0=2> 
parao =2,Rg(4)=1< dim(Im /)=1 
Var 2,Rg(4) =2S dim(Im f) =2 3 sobreyectiva 


ker f = fe eM; Aa) me 
Para a4=2: A, (1,2)+ A, (2,4)+ A, (8,6) = (0.0), si escribimos las coordenadas por 


X 
j l Ñ AAA 12 a” 
'olumnas: + Es ol siste mogéneo: $ 
C + A (e a le ot el sistema homogéneo Ss 451% 
Xx 


expresión matricial de las ecuaciones cartesianas del núcleo, la solución: 


0 
= ,es la 


%y ==24, =3A, 
Ls -3 Qf(-2 M 
Xy =4A, son las ecuaciones paramétricas y By. y = aida y poa base. 
Ea = A, 
, Y 
l 2 3 0 23 0 
Para a4=3: A | [+A ¡+A| _|=|] |> x, |=| |, son las ecuaciones 
3 4 6 0 3456 0 
%3 
E o 1 
cartesianas del núcleo, +x, =4 son las ecuaciones paramétricas y By. y = 1 _2 | una 
Xy =-= 
A 
base. 


ln las mismas aplicaciones, vamos a buscar ahora los orígenes de vectores no nulos: 


En caso de que los términos independientes sean todos nulos, vamos a discutir los 
sistemas anteriores: 


1.- Dado el sistema de ecuaciones: 
x, +2x,+3x, =0 
ox, +4x, +6x, =0 


Se pide: discutir en función del parámetro Y y resolver si es posible y para w =3 : 
Su expresión matricial por columnas €s: 
X 


123 0 
Ly |= 

a 4 6 0 
Xx 


El rango de la matriz de los coeficientes puede ser a lo sumo dos, como el número de incógnitas 
es tres, este sistema no puede ser en ningún caso compatible determinado, estudiamos el rango de 
la matriz de los coeficientes: 


123 
1<Rg 2 
0 4 6 


lt 2 


paraa =2, Rg(4) =] 
a 4 == 


Va + 2,Rg(A)=2 


boro 


Ahora el rango de la matriz ampliada es igual al rango de la matriz de los coeficientes porque 
añadimos una columna de ceros: 


Para 4 =2 


Re(A *) = Re(4) =1= sistema compatible, el grado de libertades 2 =3-—1. 
utilizamos un parámetro para resolver, por ejemplo hacemos x,=AÁ y podemos escribir el 
sistema: 
x, +2x, =-34 ) e 1 2Yx Y (-32 
matricialmente: = : 
3x, +4x, = 61) 3 4Ax,) 1-62 


que es un sistema de Cramer, resolvemos: 


-34 ! -34 
=64 4 3 -64 
q AA dl, E =á 


Para 4 =3 


Rg(4*)= Re(4)=2 => sistema compatible, el grado de libertad es 1=3-2. 
utilizamos un parámetro para resolver, por ejemplo hacemos x, = A¡, x, = A, y podemos escribir 


el sistema: 


x, =-24, -32,) , la solución es: x,=-24,-32,,x,=4, x=4, 


2. Sea el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que dos con 
coeficientes reales P, (A) y la base B= h EY 2) Se define el endomorfismo f por: 
f+x)=0+2+(0+2)x+2x?, FÚ-x)=0-ox, Ai—x?)= a +ar?. 

Se pide: 
Clasificar f (inyectiva y/o exhaustiva) y En el caso de que no sea inyectiva hallar el 
núcleo de f . 


Hallamos los transformados de los vectores de la base: 
FO=a+1+x+x?, f(x)=1+ (0: + lpr+x?, 1 (x?)= 1+x+(1- 0)? 
Estudiamos la dependencia lineal del sistema generador de la imagen: 
Alart+xr)+ a llar Der?) 2, (1+x+(1-0)x?)= 0+0x+0x? 
Es equivalente a discutir el rango de la matriz que tiene por columnas las coordenadas de los 
vectores del sistema, F()=(a+1,D, £()=(1,0+1.1), Ale ) = (1L1—a): 
a+l 1 Il Mae+l 1 1 
e A" a = 0 doble 
Rg| 1 a+l L db 1 a+l l |=-a0*-a dsd PR 
1 l  1l-aq)|1 l l-aq 
0 1 1 
Va £ (1,0), Re(4)=3 <> dim(Im f)=3 <> sobreyectiva, paraa=-1L,A=|1 0 1| 
A 
14 
Re(4)=2< dim(Imf)=2 y para a=0,4=|1 1 1|Rg(4)=1< dim(Im f)= 
4 1 


ker f = ip(x)e P,(8)/ F(p(x)=0», cs: 


Alari+xra?)e al ++?) 2 (Lex +(1-a)1?)=0+0x+0x? 


a+! l l 0 
si escribimos las coordenadas por columnas: A | 1 [+A |a+li+A4| 1 [|=[0|, como 
l 1 le 0 


4%, 4, y 4, son las coordenadas de los vectores origen respecto de la base dada en el primer 
ai 1 l YX el 


espacio:| 1 a+l l x, |[=|0|, son las ecuaciones cartesianas del núcleo. 
o) 


l 1 l=a Lx; 
11 1Wfx le or 
Para a =0, resulta |1 1 1[x%|-10/Sx+2%+%=0=3>3%, =4, 
1 1 1/x, 0 X3 =-A, —A, 
Y una base será: By, = lx? xx? 
8 1 11% 0 Xx, =A 


x +x,=0 
Para a=-1, resulta|1 0 1[x,|=[0|8 =)4X,=4 
Xx, +x, +2x,=0 
1.24% 0 : ly =-d 
Y una base será: Bro = lex y 
Para 0. 2 (210), sistema ati determinado solo admite la solución trivial y el núcleo se 
reduce al vector nulo (polinomio nulo). 


2.- Discutir en función del parámetro y resolver cuando sea posible el sistema: 
(a +1)x, +HXy FX =0 
x, +(a+1)x, +x, =0 
x, +x, +(l-0)x, =0 
matricialmente por columnas: 
a+l 1 lo Yx 


l a+l 1 l[xÍ=10 


l 1 l=0 x, 0 
Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: 
a+l 1 l Yaz+l 1 1 


$ a =0 doble 
Rg| 1 a+l 1 (1 a+l 1f=-a=a*=0=> 
l il I-ep 1 l  1-g 


Lo 1 
0 11 Rg(4)=2, 
1.2 


1 
1 
Va e (10) Rg(4)=3. 


Al orlar los menores que dan rango con una columna de ceros éste no aumenta y en todos los 
casos el sistema es compatible. 


e Paraa=-1: 
ada . — RgA = 2 = RgA*, compatible, gardo de libertad del sistema 1. 
Ñ x, =4 
1.0 e y Ha 0 ] 


Sisterma equivalente : , una solución es :4x, =4 
Xy 0 E FX FL m0 


=-A 
e Paraao=0: 


— RgA=1=RgA*, compatible, grado de libertad del sistema 2. 


11 1/x) (0 
_ x=4 
11 lx |=10 Ls. : E 
EN 0 Sistema equivalente : x, + x, +x, =1, una solución es: 3 x, = 4, 
Xy 


x, =1-4-A, 
Para q £ E LO), el sistema es compatible determinado y la solución es: x, =0, 
x, =0x,=0 


Como ejemplo vamos a resolver tres problemas: 


1. Sea el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que dos con 
coeficientes reales P,(R) y el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 


dos definidas sobre BR, M,,,, sea Bi, =l.x,x?) una base de PR) y 


1 03f0 13f0 03f0 O o ; 
Bs j ! ' base de M,,,. Se define la aplicación lineal f 
0 0JL0 OLI OJO 1 > 


de P,(R) en M or: Hlarbx+ex?)= ¡e 
2 2x2> por. b+e di si 
Se pide: 

a) Clasificar f (¡inyectiva y/o exhaustiva). 


b) Enel caso de que no sea inyectiva hallar el núcleo de f . 


a) Hallamos los transformados de los vectores de la base del espacio inicial que engendran la 
lA. O «1 fur [0 1 ' 
imagen: f(1)= '. Fx) = 16 Ae )> y ¿pe dim(M,)=4 y la imagen a lo 
N ; Z 


sumo tiene dimensión 3 nunca puede ser sobreyectiva. 


La imagen del endomorfismo está engendrada por los vectores transformados de la 


mi E) 


Estudiamos la dependencia lineal del sistema generador de la imagen: 
Si los tres vectores son linealmente independientes la dimensión de la imagen es 3 y una base 
del primer espacio se transforma en un sistema libre, por tanto será inyectiva, para ello 
discutimos los valores de QA para los cuales el sistema es libre: 


10 0 Ya 0 1) [0 0 
A 5d + Ay +A; = , estudiamos el rango de la matriz: 


1.0 1.0) (00 
1.0.0 
e l le para 0:=1,Rg(4)=2 <> dim(Im f) =2 
R 22. 100 a l=0-1=0> 
¿SES E: DU Va +1, Re(4) =3 <> dim(Im f) =3 <> inyective 
1.00 


b) El núcleo de f es: ker f =fxe PAR)! f(x)= 052.2). 
Escribimos por columnas las ecuaciones cartesianas del núcleo, para «4 =1: 


E 0 
Xi 
Ó 1 1 0 
A l= 
0 1 1 0 
3 
1.0.0 0 
x,=0 
La solución: 4x,=4A son las ecuaciones paramétricas del núcleo y 
x= =A 


Brer y = he x*) una base del mismo. 


3.- Discutir en función del parámetro «* , resolver cuando sea posible: 


x,=0 
Ox, Xx =0 
x, +Xx,=0 
x,=0 
Matricialmente, por columnas: 
1.0.0 0 
Y 
0 a 1 0 
ls ls]. 
0.0 1] 0 
*; 
1.0.0 0 
estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: 
140 La 
sal * Alo e tea 90 
g =Rg 0 a 1[>22; 
0 1 1 
0 1 1 
A 
1.0.0 
E á A o [paraa =1,Rgla)=2 
o N=a4-1= 
A |va +1, Rg(4)=3 


El rango de la matriz ampliada será el mismo en todos los casos: 


e Para Q9=1, resulta: 


iIv9 0 
Xx, x, =0 
0 1 1 > 
Xx, |=| |=>3x,=4 esla solución. 
Ú 11 0 
Xy y =-h, 
ly gr” 0 


e Para a%l, resulta: 


1.0.0 y JU 
pa x, =0 
0.2 1 0 ” 
$ |= > 4 x, =0 es la solución. 
0 1 1 0 
X, x,=0 
1.0 0) 7 0 


En estos casos los sistemas siempre son compatibles, al no tener términos independientes 
todos admiten la solución x, =0,VWie N y si son compatibles determinados solo admiten esta 
solución. 


Este tipo de sistemas se llaman: 


La expresión matricial de una aplicación lineal respecto de dos bases de los espacios 
vectoriales By = fe, ,e,,...e, y y By = (4 ,U,,..4,, ) será: Y = AX por columnas, o Y'= X'A' por 
filas. 

Siendo (x,,x,,...x,) las coordenadas de un vector genéricox de E respecto de B,, 


n 
xe E,x=) x,,, colocadas en una matriz X/X' por columnas/filas, (y,,y»,....y,,) las 
1=1 


coordenadas respecto de Bj del transformado de x mediante la aplicación lineal f, 


m 

y= fx)e Imf <F,y= Y yu, , colocadas en una matriz Y /Y' por columnas/filas yA/4' 
j=l 

la matriz asociada a la aplicación lineal, que tiene por columnas/filas las coordenadas de los 


Viel2,3...n. 


m 
transformados de la base B,, respecto de la base Bj. Fle, ) = > ayu $ 
J=i 


Sabemos que los transformados por la aplicación lineal de las vectores de la base del 
espacio inicial engendran la imagen, Im f = L((f(e,), f(e,)....f (e, ). 

El núcleo de la aplicación lineal es el conjunto de vectores del espacio E que se 
transforman en el vector nulo del espacio IF": kerf = lx e El f(x)=0 e E, es decir los 
originales del vector nulo. Como las coordenadas del vector nulo 0, son todas 0 en cualquier 
base basta con sustituir en la expresión matricial de la aplicación lineal las coordenadas del 
vector transformado por 0, resulta: O= AX por columnas, o O'=X'"A' por filas. Que 
constituyen las ecuaciones del núcleo de la aplicación que es un subespacio vectorial de E. 
Es la expresión matricial de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo. 


Sabemos que en toda aplicación lineal, el vector nulo del primer espacio se transforma 
en el vector nulo del segundo espacio, (0 jo 0, por tanto el núcleo, al menos contiene al 
vector nulo del primer espacio: 0, e ker f (Un sistema homogéneo siempre es compatible). 

Si el sistema homogéneo es compatible determinado, admite una única solución que 
es la trivial y esto se verifica si la aplicación es inyectiva, porque entonces el núcleo se reduce 
al vector nulo: 

si Vf (x), fl)e Im f, f(x) = fu)=> x= y, entonces ker f = 0.) 
Efectivamente: 
a mee pe es lo 
como f(0,)=0, 7 =D 
además si el núcleo se reduce al vector nulo es una aplicación inyectiva: 
b) si f(x), f(y)e Im f, f(x)= £(1)> f()-F(9)= 07] 
por ser aplicación lineal: — f(x)-f(y)= f(x-y) Ñ > Me=y)=0 


Luego: x= y=f “(0,,), si el núcleo se reduce al vector nulo de E, resulta: 


ker f = (07) 
y > x= y, y la aplicación es inyectiva 
x—y=05 


La condición es necesaria y suficiente. 
Ahora bien si no es así, existirán vectores z diferentes del nulo de E que se 
transformen en el nulo de 1" : 
SidzeE,z+0¿/1f(2)=0,,1-)=25x=y+2 
y habrá vectores del segundo espacio con mas de un origen, no será inyectiva. 
El sistema homogéneo será compatible indeterminado si la aplicación no es inyectiva. 


Sistemas homogéneos 


Un sistema homogéneo es un sistema de ecuaciones lineales con los términos 
independientes todos nulos: 

O=AX por columnas, 
o 
O'= X'A' por filas. 

Por el teorema de Rouché-Fróebenius siempre es compatible, pues al orlar el menor de la 
matriz de los coeficientes que da rango con una columna/fila de ceros el determinante del menor 
principal de la matriz ampliada no aumenta, si llamamos A al rango de ambas matrices, siempre 
se verifica: 

r(4)=r(4*)=h 
Por otra parte, una solución de un sistema homogéneo es en cualquier caso la solución: 
(0,0,...0)ha, =0,Vi e (L2,...m) 


Que llamamos solución trivial, efectivamente verifica en cualquier caso: 


0 a, 41 A 
0 19] a a 

21 22 Z 

e +0) Ho. FAL | cona, =0%,=0%....=0 
0 Ami Am Aer 
10) 
(0 0 de 0)=0, (a, 2 e. Ay ) +02 (a, da vis Ama +... +0, (8 An 5 An) 
A == Uy = mc 0 


Si el rango de la matriz de los coeficientes es igual al número de incógnitas, h=n el 
sistema es compatible determinado y solo admite la solución trivial. 

Si el rango de la matriz de los coeficientes es menor que el número de incógnitas, h<n 
admite, además de la solución trivial más soluciones, el sistema es compatible indeterminado, 
las soluciones dependen de 2—/A parámetros. 

Un caso interesante es cuando Rg(4) =h=n-1, supongamos sin perder generalidad que 
el menor principal está compuesto por los coeficientes de las »n-—l primeras ecuaciones y las 
n—1 primeras incógnitas, por Crameer: 


a; 1 Mir 0 Ap, 4 
4 e) Ari O aj An 
An-11 An-12 Anti 0 An-ti41 Ann 
x, =- E Vi fL2,....n > 
| m 
| a . 
>x,= Vie (1,2,...1), por tanto: 
| mn 
x bo Xx ] 
a A rc =—.=—=¿4 
An Ano A zm 


Luego las soluciones son proporcionales a los adjuntos de la última fila de la matriz de 
los coeficientes, cuando el grado e libertad el sistema es 1. 


Nota: Si el lector no conoce las aplicaciones lineales, dé la vuelta al cuaderno y lea las páginas impares. 


Dada una aplicación lineal /:(4+,R)>(1+:R) 


y fijado un vector be FF 


¿Ixe El f(x)=b? 


Sean dos espacios vectoriales E y F definidos sobre el mismo cuerpo K, de 
dimensiones n y m respectivamente y una aplicación lineal f definida entre ellos: 
FiESF 

Nos planteamos: fijado un vector del espacio final, ¿tiene origen o no? y si lo 
tiene, ¿éste es único, o tiene mas de uno?. 


El problema planteado es discutir la existencia de dicho origen, discutir su 
unicidad y encontrarlo si es posible. 


El planteamiento el problema anterior nos llevará a la discusión y resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales. 


Comenzaremos por un caso particular y especialmente interesante, encontrar 
los originales del vector nulo del espacio final, para después buscar los orígenes de 
cualquier vector de dicho espacio. 


